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APRESENTACAO

Disciplina: ALGEBRA

| — IDENTIFICACAO:

DISCIPLINA: ALGEBRA
CARGA HORARIA TOTAL: 120 h/a

I - OBJETIVO GERAI DA DISCIPLINA:

Introduzir os conceitos fundamentais da algebra, apresentando uma construcao légico-
formal das estruturas algébrica de modo que possa prover o estudante com uma base que lhe
permita a ampliacdo de seus conhecimentos matematicos em diversas direcGes.

111 - CONTEUDO PROGRAMATICO:

Unidade | — Relagbes

1.1. Relacgdes binarias e suas propriedades

1.2. Relagdes de equivaléncia

1.3. Relagdes de ordem

1.4. Limites superiores e inferiores, supremo e infimo, maximo e minimo, maximal e
minimal.

Unidade Il — Grupos e Subgrupos

2.1. Leis de composicdo interna e suas propriedades

2.2. Tabua de uma operacgdo

2.3. Grupoide, semigrupo, monoide, grupo, grupo comutativo.
2.4. Propriedades de grupo

2.5. Subgrupos

Unidade 111 — Homomorfismo de Grupos

3.1. Homomorfismo e classificacdo do homomorfismo.
3.2. Propriedades dos Homomorfismos

3.3. Nducleo de um Homomorfismo.

3.4. Homomorfismos Especiais

Unidade IV — Classes Laterais

4.1. Classe Lateral a Direita

4.2. Classe Lateral a Esquerda

4.3. Propriedades das Classes Laterais
4.4. Subgrupo Normal

Unidade V — Anéis e Corpos

5.1. Anel
5.2. Anéis comutativos, anéis com unidade e anéis de integridade,
5.4  Subanéis.

5.5 Corpo.






INTRODUCAO

O século dezenove, mais do que qualquer periodo precedente, mereceu ser conhecido
como Idade Aurea da matematica. O que se acrescentou ao assunto durante esses cem anos
supera de longe, tanto em quantidade quanto em qualidade , a produtividade total combinada
de todas as épocas precedentes.

Em 1892 um novo mundo na geometria foi descoberto por Lobachevsky, um russo que
tivera um professor aleméo, e em 1874 o campo da andlise fora assombrado pela matematica
do infinito introduzido por Cantor, um alem&o nascido na Russia. A Franca ja ndo era mais 0
centro reconhecido do mundo matematico, embora fornecesse a carreira meteérica de Evariste
Galois (1811 — 1832). O caréter internacional do assunto se percebe no fato de as duas
contribui¢cbes mais revolucionérias na algebra terem sido feitas, em 1843 e 1847, por
matematicos que ensinavam na Irlanda, embora, os contribuidores mais prolificos a algebra
do século dezenove tenham sido os ingleses que passaram algum tempo na América, - Arthur
Caley (1821 — 1895) e J. J. Sylvester (1814 — 1897) — e foi principalmente na universidade de
onde esses provinham, Camdridge, que se deu o aparecimento da algebra moderna.

O ponto de virada na matematica inglesa veio em 1815, o algebrista George Peacock
(1791 — 1858) ndo produziu resultados novos notaveis em matematica, mas teve grande
importancia na reforma do assunto na Inglaterra, especialmente no que diz respeito a algebra.
Num esforgo para justificar as idéias mais amplas na algebra, Peacock em 1830 publicou seu
Treatise on Algebra, em que procurou dar a algebra uma estrutura l6gica comparavel a de Os
elementos de Euclides. A algebra de Peacock tinha sugerido que os simbolos para objetos na
algebra ndo precisam indicar numeros, e Augustus De Morgan (1806 — 1971) arguia que as
interpretacdes dos simbolos para as operacGes eram também arbitrarias; George Boole
(1815 — 1864) levou o formalismo a sua conclusdo. A matematica ja ndo estava limitada a
questBes de nimero e grandeza continua. Aqui pela primeira vez esta claramente expressa a
idéia de que a caracteristica essencial da matematica é ndo tanto seu conteldo quanto sua
forma. Se qualquer topico é apresentado de tal modo que consiste de simbolos e regras
precisas de operacdo sobre simbolos, sujeitas apenas a exigéncia de consisténcia interna, tal
topico € parte da matematica.

A multiplicidade de algebra inventadas no século dezenove poderia ter dado a
matematica uma tendéncia centrifuga se ndo tivessem sido desenvolvidas certos conceitos
estruturais. Um dois mais importantes desses foi a nocdo de grupo, cujo papel unificador na
geometria ja foi indicado. Na &lgebra o conceito de grupo foi sem duvida a forga mais
importante par a coesdo , e foi um fator essencial no surgimento das idéias abstratas. N&o
houve uma pessoa responsavel pelo surgimento da idéia grupo, mas a figura que mais se
sobressai neste contexto foi 0 homem que deu o0 nome a esse conceito, o jovem Evariste
Galois, morto tragicamente antes de completar vinte anos. A obra de Galois foi importante
ndo sO por tornar a nogdo abstrata de grupo fundamental na teoria das equac6es, mas também
por levar, através das contribuicdes de J. W. R. Dedekind (1831 — 1916), Leopold Kronecker
(1823 — 1891) e Ernst Eduard Kummer (1810 — 1893), ao que se pode chamar tratamento
aritmético da Aalgebra, algo parecido com a aritmetizacdo da andlise, isto significa o
desenvolvimento de um cuidadoso tratamento postulacional da estrutura algébrica em termos
de varios corpos de numeros.

A Itélia tinha parte um tanto menos ativa no desenvolvimento da algebra que a Franga,
a Alemanha e a Inglaterra, mas durante os Ultimos anos do século dezenove houve
matematicos italianos que se interessaram profundamente pela l6gica matematica. O mais
conhecido desses foi Giuseppe Peano (1858 — 1932) cujo nome é lembrado hoje em conex&o
com os axiomas de Peano dos quais dependem tantas constru¢des rigorosas da algebra e da
analise.



O alto grau de abstracdo formal que se introduziu na anélise, geometria e topologia no
comeco do século vinte ndo podia deixar de invadir a algebra. O resultado de um novo tipo
de &lgebra, as vezes inadequadamente descrito como "algebra moderna", produto em grande
parte do segundo terco do século. E de fato verdade que um processo gradual de
generalizacdo na algebra tinha sido desenvolvido no século dezenove, mas no século vinte o
grau de abstracdo deu uma virada brusca, pois X e y ja ndo representavam mais
necessariamente nimeros desconhecidos (reais ou complexos) ou segmentos, como na obra
de Descartes; agora podiam designar elementos de qualquer tipo — substituicdes, figuras
geomeétricas, matrizes, polinémios, funcoes, etc.

A notavel expansdo da matematica aplicada no século vinte de modo algum diminuiu
0 ritmo do desenvolvimento da matematica pura, nem o surgimento de novos ramos diminuiu
0 vigor dos antigo.

Os conceitos fundamentais da algebra moderna (ou abstrata), topologia e espacos
vetoriais foram estabelecidos entre 1920 e 1940, mas a vintena de anos seguinte viu uma
verdadeira revolucdo nos métodos da topologia algébrica que se estendeu a &lgebra e a
analise, resultando uma nova disciplina chamada algebra homoldgica. A algebra homoldgica
é um desenvolvimento da algebra abstrata que trata de resultados validos para muitas espécies
diferentes de espacos — uma invasdo do dominio da algebra pura pela topologia algébrica.
Nunca antes a matematica esteve tdo unificada quanto hoje, pois os resultados desse ramo
tém aplicacdo tdo ampla que as etiquetas antigas, algebra, , analise, geometria, ja ndo se
ajustam aos resultados de pesquisas recentes.

A maior parte do enorme desenvolvimento durante os vinte anos seguintes a Segunda
Grande Guerra Mundial teve pouco que ver com as ciéncias naturais, sendo estimulada por
problemas dentro da prépria matematica pura; no entanto durante o mesmo periodo as
aplicagdes da matematica a ciéncia se multiplicaram incrivelmente. A explicagdo dessa
anomalia parece clara : a abstracdo e percepcao de estruturas tem tido papel cada vez mais
importante no estudo da natureza, como na matematica. Por isso mesmo em nossos dias de
pensamento superabstrato, a matematica continua a ser a linguagem da ciéncia, tal como era
na antigtidade. No entanto, loucura e sabedoria estdo tdo misturadas na sociedade humana
que hé agora uma possibilidade muito real de que a matematica do homem se torne um dia o
instrumento de sua propria destruicao.
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UNIDADE | - RELAGOES

1.1. RELAGOES BINARIAS E SURS PROPRIEDADES

PRODUTO CARTESIANO
Definicao:

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Chama-se produto cartesiano de A por B o conjunto formado
por todos os pares ordenados (X , y) tais que o primeiro elemento x pertence ao conjunto A e o segundo elemento
y pertence ao conjunto B .

Este conjunto produto representa-se por AxB, que se I8 ""A por B" , ""A vezes B" ou "A cartesiano

B''. Simbolicamente, temos:

‘ AxB={(x,y)|xeAeyeB} ‘

SeB=A,comoBxA={(y,X)|yeB e xeA}e(x,y)=(y,X), segue-se que AxB = BXA, isto &,
0 produto cartesiano de dois conjuntos ndo goza da propriedade comutativa.

Se os conjuntos A e B sdo finitos e tém respectivamente p e q elementos, entdo o produto cartesiano
AxB também é um conjunto finito e tem p.q elementos, isto é, 0 nimero de AxB é igual ao produto do nimero

de elementos de A pelo nimero de elementos de B :

| n(AxB)=n(A).n@B) |

Exemplos:

01. Sejam os conjuntos: A={1,2,3}yeB={1, 2}. Temos:

AxB ={(1,1); (1.2); (21); (2.2); (3.1); 3.2)} e BxA={(1,1); (1,2); (1.3); (2.1); (2.2); (23)}
O produto cartesiano de dois conjuntos pode ser representado por um diagrama cartesiano, por uma tabela de
dupla entrada ou por um diagrama sagital.

Diagrama Cartesiano

YA YA
AxB
3
AxB

2 2

1 1
| - -
0 1 2 3 = 0 1 2 =R

——

11
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Tabela de Dupla Entrada

AxB 1 2 BxA 1 2 3
1 (11) (1.2) 1 (11) (1.2) (1.3)
2 (21) (2.2) 2 (21) (2,2) (2.3)
3 (3.1) (3.2)
Diagrama Sagital
A X B
1
2
3
02. Sejamosconjuntos: A={x e R|2<x<5}e B={yeR|1<y<6} Temos:
YA YA
6
5
2
1
0 2 5 ol 0 1 6 S

RELACAO
Definicéo:

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Chama-se de relacdo binaria de A em B ou apenas relagao de
A em B todo subconjunto R de A x B, isto é :

Rérelagiode AemB < R < AxB

A definicéo deixa claro que toda relagdo é um conjunto de pares ordenados. Para indicar que (a,b) € R
usaremos algumas vezes a notacdo a R b (I&8-se "a erre b" ou "a esta relacionado com b segundo R™). Se
(a,b) ¢ R, escrevemos aR/b

Os conjuntos A e B sdo denominados, respectivamente, conjunto de partida e conjunto de chegada da
relacdo R .
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Exemplos:
01. Sejam os conjuntos A=9{1,2,3,4} e B={1,3,5,7,9} Qualquer subconjunto de A x B é uma
relacdo de A em B, assim, as relacBes abaixo séo relagdes de Aem B :
a) Ri={(1,1); (1,3); (1,5); (1,7); (1,9)}
b) R.={(11);(23); 3,5); (4.7}
¢) Rs={(21); (1.3)}
d) Rs=AxB
9) Ry= O
f) Re={(xy) e AxB|x+5<y}={(17); (19); (2,9); (3:9)}
02. Dados os conjuntos A =R e B =R. Asrelacdes abaixo sdo relacbes de AemB :
a) Ry={(xy) e ®*|x=y}
b) Rg={(xy) € R?|2x+4y—-8=0}
©) Ro={(xy) e ®R*|x-y+2<0}
e possuem as respectivas representacdes:
Yo Ya Ya
| = /
2 / 2
» X

03. Arelagdo Rip = {(xy) € R?| (x—4)?+ (y — 3)* < 4 }possui a seguinte representaco :

Ya

——

13
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DOMINIO E IMAGEM DE UMA RELACAO
Definicéo:

Seja R uma relacdo de A em B.

Chama-se de dominio de R o subconjunto de A constituido pelos elementos x para cada um dos quais
existe algumy em B tal que (x,y) € R e denota-se por D(R).
DR)={xeA|TyeB;(xy) € R}

Chama-se de imagem de R o subconjunto de B constituido pelos elementos y para cada um dos quais

existe algum x em A tal que (x,y) € R e denota-se por Im(R).
ImMR)={yeB|axeA;(Xxy) eR}
Em outras palavras, D(R) é o conjunto formado pelos primeiros termos dos pares ordenados que

constituem R e Im(R) é formado pelos segundos termos dos pares de R .

Exemplos:

01. Aproveitando os exemplos anteriores de relacdo, temos que :

a)D(R) = {1} e ImR)=B
b)D(R,) = A e ImRy)={13,5 7}
c)D(Rs) = U e ImR)= Y
dDRs) = {1,2,3} e ImRes)={7,9}
e)D(Rg) = R e ImRg= N
)DRw) = 12,6[ e Im(Ry)=]1,5[

e Deixamos ao aluno justificar os dominios e imagens acima determinados.

02. Arelagio Ry = {(x,y) € R?| (x—4)? + (y—3)? > 4 }possui a seguinte representacao:

Ya
5 /
3
1 \
> X
0 2 4 6

Observando sua representacéo temos que: D(R) =R e Im(R) = Q.

——

14
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INVERSA DE UMA RELACAO
Definicao:

Seja R uma relacdo de A em B. Chama-se de relacdo inversa de R, denota-se por R™, a seguinte

relacdo definidade Bem A :

| R'={(yx) eBxA| (xy) eR} |

A relagdo inversa e também denominada de relagéo reciproca.

No caso particular em que A = B, também se diz que R™ é a relag&o oposta de R .

Exemplos :

01. Aproveitando os exemplos anteriores de relagdo, temos que :
a) Ryt ={(L1): (1) (1) (7.1); (9.1)}
b) Ro'={(11); (3.2); (5,3); (7.4}
) Rs ={12;(B1}
d) R,'=BxA
e) Ri'=0
f) Re'={(xy) eBxA|y+5<x}={(y,x) e BxA|x+5<y}
9) Ry ={(xy) e ®*[x=y}
h) Rg'={(xy) e ®R*|2y+4x-8=0}
) Ro'={(xy) e R*|y-x+2<0}
) Rt ={(xy) e R*|(y-4)*+(x-3)" < 4}

Sugerimos ao aluno que represente as relacdes inversas no plano cartesiano e faca uma analogia com a
respctivarelacdo definida anteriormente.

Qual a concluséo que podemos tirar quando representamos a relagéo R e sua inversa R™* ?

RELACAO SOBRE UM CONJUNTO
Definicao:

Seja R uma relacdo definida de A em A. Neste caso diz-se que a relacdo R é uma relacao sobre A ou

que R é uma relacdo em A .

As relacBes R;, Rg, Ry € Ry sdo exemplos de relagBes sobre o conjunto A =R .

Propriedades

Seja R uma relacdo em A. Entdo podemos verificar as seguintes propriedades:

REFLEXIVA

Diz-se que R é reflexiva quando a condigdo abaixo esta satisfeita :

(V x e A;tem-se xRx)

——
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SIMETRICA
Diz-se que a R é simétrica quando a condicdo abaixo esta satisfeita :

(Vx,y € A; xRy = yRx)

TRANSITIVA

Diz-se que R é transitiva quando a condigéo abaixo esta satisfeita :

(Vx,yeze A; xRy e YRz = xRz)

ANTI-SIMETRICA

Diz que R e anti-simétrica quando a condicao abaixo est satisfeita :

(Vx,ye A;xRy e yRX = x=Y)

Exemplos:

01. Seja A={1, 2, 3, 4}. Entdo podemos classificar as relagdes abaixo em :
a) R;={(1,2);(1,2); (2,1); (2,2)} Simétrica e Trantsitiva
b) R,={(11); (2,2); (3,3); (4,4)} Reflexiva, Simétrica, Transitiva e Anti-simétrica

¢ Rs={(1,2); (2,3); (1,3)} Anti-simétrica e Transitiva
d) Rs=AxA Reflexiva, Simétrica e Transitiva
e) Rs= U Simétrica, Transitiva e Anti-simétrica

02. A relacdo R definida por xRy < x <y, sobre o conjunto dos nimeros reais é uma relagdo reflexiva, anti-

simétrica e transitiva.

03. A relagdo R definida por xRy < x|y (x divide y) ,sobre o conjunto dos inteiros positivos e uma relagéo

reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

04. Sendo A o conjunto das retas do espaco, a relacdo R definida por xRy < x // 'y ,é uma relacdo reflexiva,

simétrica e transitiva.

05. Arelacdo R = {(x,y) € R?| (x—4)*+ (y—4)* > 4} é uma relacfo apenas simétrica.

1.2. RELAGAO DE EQUIVALENCIA
Definicéo:

Seja R uma relagdo sobre o conjunto A. Diz-se que R é uma relagdo de equivaléncia em A, se for

reflexiva, simétrica e transitiva simultaneamente.

——
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1.3. RELAGAO DE ORDEM
Definicao:

Seja R uma relagédo sobre o conjunto A. Diz-se que R é uma relagédo de ordem em A, se for reflexiva,

anti-simétrica e transitiva simultaneamente.

Exemplos:

01. Sendo A o conjunto das retas do espaco, a relagdo R definida por xRy < x // 'y ,6 uma relagdo de
equivaléncia.

02. Arelacdo R definida por xRy <> x <y, sobre o conjunto dos nimeros reais é uma relagdo de ordem.

03. A relacdo R definida por xRy < x | y (x divide y) ,sobre o conjunto dos inteiros positivos e uma relagéo de
ordem.

04. A relacdo R definida por xRy <> x —y = 3k (onde k é um inteiro), sobre o conjunto dos inteiros positivos e

uma relacdo de equivaléncia.

Observacao : Se R é uma relacdo de ordem em A e todos os elementos de A estao relacionados, entao diz-se

que R é uma relacdo de ordem total, caso contrario, diz-se que R é uma relacdo de ordem parcial.

CLASSES DE EQUIVALENCIA
Definicao:

Sejam R uma relagdo sobre o conjunto A e o elemento a € A. Chama-se de classe de equivaléncia

determinada por a, médulo R, o subconjunto de A, definido por :
a={xeA|xRa} ou a={xeA|aRx}

CONJUNTO QUOCIENTE
Definicéo:

Sejam R uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto A. O conjunto formado por todas as classes de

equivaléncia gerada pelos elementos de A é denominado de conjunto quociente e denotado por A/R.

Exemplos

01. As relag6es abaixo definidas sdo relacbes de equivalénciaem A ={1, 2, 3, 4}:
a) Ri={(1.1); (1.2); (2,1); (2.2); 3.3); (4.4)}
1={1,2}; 2={1,2}; 3={3e 4 ={&}
AR={(1,2};{3}; {4} }

——
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b) R:= {(1,1); (1,2); (2.1); (2,2); (3.3); (3:4); (4.3); (4.4)}

1=2={1,2}; 3=4={34}
AR={(1,2}; {34}

02. SejaA={a, b, c,d, e, f} o conjunto das retas da figura abaixo :

S 7A

Para relacdo de equivaléncia R definida por xRy < x // y , em A, as classes de equivaléncia e o conjunto

quociente sdo :
gl :{a,b,c}ZB 26
d={de}=¢e

f ={f}
AIR={{ab,c}; {d e}; {f}}

e Deixamos ao encargo do aluno a demnstracdo do seguinte teorema :

Teorema

Sejam R uma relagdo de equivaléncia sobre A e os elementos a, b € A. As seguintes proposi¢des sdo
equivalentes :

(I) aRb; (INaea: (Ihbe a: (IV)a=hb
isto é,
aRb = aca
] U
a=b « bea

Antes de apresentarmos algumas definicBes envolvendo relagdo de ordem é importante sabermos
construir um diagrama simplificado e que, sendo R uma relacdo de ordem em A e xRy, vale:

XRy ou xestirelacionadoy ou x —y ou xprecedey ou Yy éprecedido por x

——
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DIAGRAMA SIMPLIFICADO

A partir de um exemplo, mostraremos como construir um diagrama simplificado de uma relacdo de

ordem.

Exemplo:

A relacdo R definida por xRy < x | y (x divide y), sobre o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 6, 8} é uma relacédo de ordem,
isto &, R ={(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,6); (1.8); (2,2); (2,4); (2,6); (2,8); (3,3); (3,6); (4,4); (4.8); (6.6); (8,8)}.

Para fazermos o diagrama simplificado vale as seguintes regras para construcéo do diagrama:

*Se (1,2) e R,entdo 1 — 2;

*Se (1,2), (2,4) e(2,4) € R, entdo 1 — 2 — 4, isto é, ndo ha necessidade de indicar 1 — 4;

* Considerando que toda relagdo de ordem é uma relacdo reflexiva, fica subtendido a existéncia de um laco em

torno de todo par (X,X) € R;

8

\4
AN
N,

e Deixamos ao aluno apresentar outras relacfes de ordem com seus respectivos diagramas simplificados.

Definic0es:

Seja R uma relagdo de ordem em A e B um subconjunto de A.

Diz-se que L e A é um limite superior de B quando todo x € B precede L.

Diz-se que | € A é um limite inferior de B quando todo x € B é precedido por 1.
Chama-se de supremo do conjunto B ao “menor” dos limites superiores, caso exista.

Chama-se de infimo do conjunto B ao “maior” dos limites inferiores, caso exista.

Um elemento M e B é um maximo de B, quando ele for um limite superior de B.
Um elemento m € B é um minimo de B, quando ele for um limite inferior de B.
Diz-se que M, € B é maximal de B, se o Gnico elemento de B precedido por My é o préprio.

Diz-se que mg € B é minimal de B, se o Unico elemento de B que precede mq é o préprio.

——
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Exemplos:

01. Sejam arelagdo R definida por xRy < x <y sobre o conjunto A =R e o subconjunto B=[0, 1] de A.

02. Representando A e B em retas, temos:

R
<<
B
—e———l
0 1

Limite(s) superior(es) do sub conjunto B:  Lim sup(B) = {LeR|L>1}
Limite(s) inferior(es) do shconmjunto B: Lim inf(B) = {1eR|1<0}
Supremo do subconjunto B: Sup(B) =1
infimo do shconjunto B: inf(B) =0
Maximo do subconjunto B: Méx(B) =1
Minimo do sbconjunto B: Min(B) =0
Maximal do subconjunto B: Maximal(B) =1
Minimal do sbconjunto B: Minimal(B) =0

03. Sejam a relacdo R definida por XRy < x <y sobre o conjunto A = R e o subconjunto B=]0, 1] de A.

Representando A e B em retas, temos:

R

B
O—
0 1

Limite(s) superior(es) do sub conjunto B:  Lim sup(B) = {Len|L>1}
Limite(s) inferior(es) do sbconmjunto B:  Lim inf(B) = {lenll<0}
Supremo do subconjunto B: Sup(B) =1

infimo do sbconjunto B: inf(B) =0

Maximo do subconjunto B: Méx(B) =1

Minimo do shconjunto B: Min(B) = N4o existe.
Maximal do subconjunto B: Maximal(B) =1

Minimal do sbconjunto B: Minimal(B) = N4o existe.

04. Abaixo esta o diagrama simplificado da relagdo de ordem R sobre E = {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j}.

Pede-se:

——
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a) Determinar os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo de
A={d, e}
b) Dar os pares que constituem R™

2.1. LEI DE COMPOSICAO INTERNA E SUAS PROPRIEDADES
Definicéo:

Chama-se operacdo interna em A ou apenas operacdo em A, toda aplicacdo

f: AXA — A do produto cartesiano AXA em A..

Portanto, uma operacdo f em A faz corresponder a todo par ordenado (x,y) de AXA um
unico elemento f[(x,y)] = x * y (Ié-se : "'x estrela y'*) de A. Neste caso, diremos também que
A é um conjunto munido da operacgéo * .

O elemento x * y é denominado de composto de x e y pela operacdo f; os elementos
X e y do composto x * y sdo denominados de termos do composto X * y; 0s termos X e y do
composto X * y sdo chamados, respectivamente, primeiro e segundo termos ou, entdo, termo

da esquerda e termo da direita.

Simbolicamente:

AXA

21
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Diz-se que o conjunto A acha-se munido da operagdo * , 0 conjunto AxA chama-se
dominio da operacéo e denota-se por (A, *) .

Outros simbolos poderéo ser utilizados para operacéo genérica como: ®, @, 1, o e .
Exemplos e Contra-exemplos:
01. A adicdo e a multiplicacdo de numeros naturais sdo operagdes internas no conjunto dos

nUumeros naturais, porque :

(X,y) e NXN > x+yeN e (xy) e NxXN - xyeN

02. A divisdo de racionais ndo nulos é uma operacdo interna no conjunto dos numeros

racionais ndo nulos, porque:

X
(xy) e QxQ — y €Q

03. Observe que a diferenca de nimeros naturais ndo é uma operagéo interna em N, porém, a

mesma operac¢do definida no conjunto dos nimeros inteiros é uma operacdo interna em Z.
04. A adicdo em Mmyn(R) é uma operagéo interna.

05. Justifique porque a operacdo x’ ndo é uma operacdo interna no conjunto dos nimeros

racionais.

2.2. TRBUA DE UMA OPERACAD

Uma operagdo * num conjunto finito A pode ser definida por meio de uma tabela de
dupla entrada que indique o composto X * y correspondente a cada par ordenado (x,y) de

elementos de A, denominada de tdbua da operacéo * em A.

Exemplos:

01. A operacéo definida por x * y = mdc(x,y) em A = {1, 2, 3, 4} pode ser representada pela

seguinte tabua :

22
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* 1 2 3
1 1 1 1
2 1 2 1
3 1 1 3

02. A operacdo definida por x * y = x nyem A = ({1, 2}) pode ser representada pela

seguinte tbua :

® % {1y | {2} | {12}
%, % %, %, %,

{1} %) {1} %) {1}
{2} %) %] {2} {2}
{1,2} & {1} | {2} | {12}

Sugerimos ao leitor que faca a construcao da tabua utilizando a operagéo de reuniao.

PROPRIEDADES DE UMA OPERACAQ

Seja * uma lei de composicdo interna em A. A operacdo * pode ter as seguintes

propriedades :

IDEMPOTENCIA

Diz-se que a operacdo * em A é idempotente se, e somente se, para todo elemento x de

A tem-se x*X = X .

Observe que as operagOes representadas anteriormente pelas tdbuas sdo idempotentes.

ASSOCIATIVA

Diz-se que a operacdo * em A é associativa quando, quaisquer que sejam os elementos

X,yezde A, tem-se x* (y*z)=(X*y)*z.

E fécil notar que as operagdes abaixo sdo associativas nos respectivos conjuntos;
a) As adicOes e multiplicagbesem N, Z, Q,Re C.
b) A composicdo de funcdes de RemR .

c) A operagdo x*y = X +Yy + 2Xy no conjuntos dos numeros inteiros.

23

——
| —



C C S E Departamento de Matematica, Estatistica e Informatica

Licenciatura em Matematica Modalidade a Distancia
UEPA

COMUTATIVA

Diz-se que a operacdo * em A € comutativa quando, quaisquer que sejam 0S

elementos xeyde A, tem-se X * y =y * X .

E facil ver que as operagdes abaixo s30 associativas nos respectivos conjuntos;
a) As adicdes e multiplicacdesem N, Z, Q,Re C.

b) A operagdo x*y = X +y + 2Xy no conjuntos dos nimeros inteiros.

EXISTENCIA DO ELEMENTO NEUTRO

Diz-se que e € A ¢ elemento neutro para a operacdo * em A se, e somente se, para

todo elemento x de Atem-se (I) x*e=x e (II) x*e=xX.

Observe que a condicdo x * e = e * x sempre ocorre quando a operacdo € comutativa,
neste caso sera necessario verificarmos apenas (I) ou (I1).

Quando apenas (I) se verifica, diz-se entdo que e é um elemento neutro a direita e,
quando apenas (I1) se verifica, diz-se entdo que e é um elemento neutro a esquerda. E
evidente que se e é elemento neutro a esquerda e a direita para a operacdo *, entdo dizemos
que e é elemento neutro para esta operagao.

E facil identificar o respectivo elemento neutro de cada operagio abaixo nos respectivos

conjuntos;

a) O elemento neutro da adi¢do e multiplicagdo em N, Z, Q, Re Csé&o 0 (zero)eo 1 (um),
respectivamente.

b) Para a composi¢do de funcBes de R em R, o elemento neutro é a funcdo identidade,

definida por f(x) = x..

Por outro lado a operagdo x*y = X + y + Xy no conjuntos dos numeros inteiros néo
admite elemento neutro, de fato:
Utilizaremos apenas (1) devido a operagao ser comutativa
X*e=X
X+e+xe=x
e+xe=0
e(1+x)=0

somente implica em e = 0 para X # — 1, portanto, ndo vale para todos os inteiros.

——
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Deixamos ao encargo do aluno a demonstracdo da seguinte proposicao :
Proposicao
Seja * uma operacdo interna em A. Se a operacdo * admite elemento neutro, entéo ele

é Unico.

EXISTENCIA DO ELEMENTO SIMETRICO

Diz-se que x € A é elemento simetrizavel para a operacdo * em A, que possui

elemento neutro e, se existir X' e Atalque (I) x*x'=e e (Il) xX'*x=e.

Observe que a condicdo x * X' = X" * X sempre ocorre quando a operagao é comutativa,
neste caso sera necessario verificarmos apenas (1) ou (I1).

Quando apenas (I) se verifica, diz-se entdo que X' € um elemento simétrico a direita e,
quando apenas (1) se verifica, diz-se entdo que x' é um elemento simétrico & esquerda. E
evidente que se x' é elemento simétrico a esquerda e a direita para a operacdo *, entdo
dizemos que X" € elemento simétrico de x para esta operagao.

Quando a operacgdo * é uma adi¢do, o simétrico de x também é chamado de oposto de
X e denotado por — x. No caso da operagdo * ser uma multiplicacdo, o simétrico de x é
denominado de inverso de x e denotado por x * .

Apenas os elementos 0 e — 1 sdo simetrizaveis no conjunto dos nimeros inteiros para a
operacao x*y = X +y + 2xy, cujo elemento neutro é e = 0. De fato:

Utilizaremos apenas (1) devido a operacao ser comutativa

X*X' =e

X+Xx'+2xx'=0

X'+ 2xx' = —X

X'(1+2x)=-x

Como ndo existe inteiro que torne o fator ( 1 + 2x) nulo, entdo podemos concluir que:

B X
1+ 2x

Os Unicos inteiros que substituidos no lugar de x resultam em inteiro sdo 0 e — 1.

Assim, U.(Z) = { -1, 0 }, onde U. representa o conjunto dos elementos simetrizaveis
de Z.

Utilizaremos a notacdo U.(A) para representar o conjunto dos elementos simetrizaveis
em A para a operagao * .

Deixamos ao encargo do leitor a demonstracdo da seguinte proposicao:

——
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Proposicao
Seja * uma operagdo interna em A, associativa e admite elemento neutro e, entdo
podemos concluir que:
a) Todo elemento x € A admite um Unico simétrico.
b) O simétrico do simétrico, de um elemento x € A, é o proprio X .
c) Se x ey sdo elementos simetrizaveis em A e seus respectivos simeétricos sdo x'ey',

entdo x * y é simetrizavel e seu simétrico e y* * x" .

ELEMENTO REGULAR

Diz-se que um elemento a € A é regular ou simplificavel em relacdo a operacdo * se,

e somente se, quaisquer que sejam os elementos x e y de A, as relacdes :
()] X¥a=y*a = X=Y

(I axx=a*xy => x=y

Observe que a condicdo x * a=a * X e y * a = a * Yy sempre ocorrem quando a
operacdo é comutativa, neste caso sera necessario verificarmos apenas (1) ou (I1).

Quando apenas (I) se verifica, diz-se entdo que a é um elemento regular a direita e,
quando apenas (1) se verifica, diz-se entdo que x' é um elemento regular & esquerda. E
evidente que se a é elemento regular a esquerda e a direita para a operacao *, entdo dizemos

que a € elemento regular para esta operacao.

Todo numero real a é regular para a operagao x*y =X +.

Todos os elementos do conjunto R — {— 1/2} sdo regulares para a operagdo
X*y = X +y + 2Xy, cujo elemento neutro é e = 0. De fato:

Utilizaremos apenas (1) devido a operagao ser comutativa

X*a=y*a

X+a+2xa=y+a+2ya

2xa = 2ya
Xa =ya
X=y

Assim, R.(R — {- 1/2}) = R — {- 1/2}, onde U. representa o conjunto dos elementos

regulares.

——
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Utilizaremos a notacdo R«(A) para representar o conjunto dos elementos regulares em
A para a operagao * .
E notério que um elemento regular a € A é regular quando, composto com elementos

distintos & esquerda deles ou a direita, gera resultados distintos.

Deixamos ao encargo do leitor a demonstracdo da seguinte proposicao :

Proposicao
Se uma operagdo interna * em A € associativa, admite o elemento neutro e e

a € A é simetrizavel, entdo a e regular.

PARTE FECHADA EM RELACAO A UMA OPERACAQO

Definicéo:
Sejam G um conjunto ndo vazio munido de uma operacdo * e H um subconjunto nao
vazio de G. Diz-se que H é uma parte fechada em relacdo a operacdo * em G, quando o

composto x*y de dois elementos quaisquer x e y de H, também for um elemento de H.

Exemplo:
01. Sejam G=C ,H={-1i,-1,1, 1} e a operacdo Z1*Z, = Z; . Z, . Observando a tadbua
abaixo, concluimos que H é uma parte fechada de G.
* —1i -1 i 1
—i -1 [ 1 —i
-1 i 1 —i -1
[ 1 —i -1 i
1 —i -1 i 1

2.3. GRUPOIDE, SEMIGRUPO, MONOIDE, GRUPO, GRUPO COMUTATIVO.
GRUPOIDE
Definicéo:
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Seja G um conjunto ndo vazio, munido de uma operagdo * . Chama-se de grupdide

ao par (G, *).

SEMIGRUPO
Definicéo:

Semigrupo é um par ordenado ( G, * ) formado por um conjunto ndo vazio G e uma

operagdo associativa * em G, isto é, todo grupoide cuja operacdo * € associativa.

MONOIDE
Definicéo:
Chama-se de mondide a todo grupdide ( G, * ) cuja operacdo * € associativa e

admite elemento neutro, ou todo semi—grupo cuja operacdo * tem admite elemento neutro.

GRUPO
Definicéo:

Seja G um conjunto ndo vazio munido de uma operacdo * . Diz—se que a operacao *
define uma estrutura de grupo sobre o conjunto G ou que 0 conjunto G € um grupo em
relacdo a operacdo * quando as seguintes propriedades sdo validas:

(Gy) Associativa
— Quaisquer que sejam X, y e Z € G, tem—se x*(y*z) = (X*y)*z.
(G2) Elemento Neutro
— Existe em G um elemento e tal que x*e = e=*x qualquer que sejax € G.
(G3) Elementos Simetrizaveis
— Paratodo x em G, existe um elemento x' em G tal que x*x' = X"*x = e.
Por outro lado, G é um grupo se o par ( G, * ) € um monoide que satisfaz a condicao

suplementar de que todo elemento de G € simetrizavel para a operacdo * .

GRUPO COMUTATIVO
Definicéo:
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um grupo comutativo ou grupo abeliano (homenagem ao matematico noruegués Niels

Se (G, *#) € um grupo e a operacdo * € comutativa, entdo diz—se que o par ( G, *) €

Henrik Abel do século XI1X, 1802 — 1829).

Exemplos:

01. O grupoide ( Q, *) é um grupo abeliano, onde x*y = x +y. De fato :

02.

(G) VX, ¥,z Q tem-se (x+y)+z=x+(y +2)

(G2)3e=0eQ,talque Vx e Qtem-se 0 +x=x+0 =X
(Gs) Vx e Q,3—-xeQtalquex+(—-x)=(-x) +x=0

(Gy) VX, ¥y € Q,temos x +y =y + X

O grupdide (Z, * ) munido da operacdo x*y = X + y — 10 possui as seguintes propriedades:

Associativa

(x*¥y)*z = (x+y—10)*z
(x+y-10)+z-10
X+ (y+z-10)-10

x*(y +z—10)
X+(y+2)

Comutativa

X¥y =X +y—10=y + X — 10 = y=*x

Elemento Neutro

X¥e =X exX =X
X+e—-10 =x
e =10 e =10

Elementos Simetrizaveis

kX' = e X*X
X+x'-10 =0 X' +x-10
X = 20-x X

Portanto, (Z, * ) € um grupo abeliano.

29
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03. Os grupdides (Z, + ); (Q, +); (&, +); (C, +); (Q', . ); (%, .) e (C', . ) também sdo

exemplos de grupos comutativos.

04. Deixamos ao encargo do leito provar que os grupoides abaixo sdo grupos abelianos :

Q) G=R e xoy=3xi+y?

b) G=Q e x®y=x+y+3

Notacdo

Para simplificar, indicaremos pela notacéo aditiva — ( G, + ) — quando a operagdo *
for a adicdo usual e pela notagdo multiplicativa — ( G, . ) — se a operacdo =* for a
multiplicacdo usual. No primeiro caso diz-se que o grupo ( G, +) € um grupo aditivo e no

segundo, o grupo ( G, .) € um grupo multiplicativo .

GRUPOS FINITOS E INFINITOS. ORDEM DE UM GRUPO
Definicéo:

Se o conjunto G é finito, entdo diz—se que o grupo ( G, * ) é um grupo finito e o

numero de elementos de G, denotado por o(G) ou n(G), é a ordem do grupo. Caso contrario,

diz—se que o grupo ( G, * ) é um grupo infinito e que sua ordem ¢ infinita.

Exemplos X
01. Seja G ={—-1i,—-1,1, 1} e a operacdo Z,*Z, = Z; . Z, . Observando a tabua abaixo,
concluimos que G é um grupo finito e que sua ordem é o(G) = 4.
* —-i | -1 i 1
-i | -1 [ 1 —i
-1 i 1 -1 | -1
[ 1 -i | -1 i
1 -i | -1 i 1

02. O grupo (Z, * ) munido da operagdo x*y = x +y — 10 é um grupo infinito e sua ordem é

infinita.
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Seja ( G, * ) um grupo.

UNICIDADE DO ELEMENTO NEUTRO

Teorema

O elemento neutro do grupo ( G, * ) € Unico.

UNICIDADE DO ELEMENTO SIMETRICO

Teorema

Cada elemento x do grupo ( G, * ) admite um Unico simétrico.

Corolario

Para todo elemento do grupo ( G, * ) cujo simétrico é x', tem-se (X")" = x.

Demonstracao:

Pela definicdo de simétrico, temos:

(x)*=x = e e X'x(X) =e
[(X) =X ]*x = ex*xx X*[X'*(X)] = xx*xe
(X) =[x *x] = X Dxosx]=(x) = x

(xX)*e = x ex(X) =X

x) = x x) =x

SIMETRICO DE UM COMPOSTO

Teorema

Quaisquer que sejam xeyem G, tem-se (X *y)' =y" * X"

Demonstracao:

Aplicando a propriedade associativa, temos:
(x*y)*(y'*x') = x*(y*y')*x' = xxexX' = xxX'= e
e, de modo anélogo :

(Y=X)*(xxy) = y=(X*x)*y = y'sexy = y'xy = e
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Portanto, o simétrico do composto x*y € y'sX'

ELEMENTOS REGULARES

Teorema

Todos os elementos do grupo G séo regulares.
E importante notar que num grupo valem as regras de simplificacio a esquerda e a

direita para a operacéao * do grupo.

EQUACAO NUM GRUPO

Teorema

A solucdo da equacdo x*x = X € Unica, a saber x =e.

Demonstracao:

De fato, xxx =X = (X*X)*X' =x*X' => X*(X*X')=e = Xx*e=e = X=e
Por outro lado, supondo que X, € G é também solugdo da equagao x*x = X, tem-se:
Xo = Xo*€ = Xo*(Xo*Xo' ) = (Xo*X0)*Xo' = Xo*Xo' =€

Deste modo, o unico elemento idempotente num grupo é o elemento neutro.

Teorema

Quaisquer que sejam os elementos a e b de G, as equacbes a*x = b e y*xa =D

admitem solucdo Gnicaem G .

Demonstracéo;
De fato,
axx = b yta =D
a=(axx) = a'xb (yxa)*xa' = b=*a'
(@=*a)xx = a*b yx(axa') = b*a'
exx = a'*b yxe = b=a'
X = a'*b y = b*a

Por outro lado, supondo que Xp e yo € G sdo, respectivamente, solugdes das equacdes
a*xx=Db e yxa=Db, tem-se:

Xo = €*Xg e Yo = Yo*€
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Xo = (@'*a)*Xo Yo = Yo*(axa')

Xo = a'*(axxo) Yo = (Yoxa)*a'

Xo = a'*b Yo = bxa
Exemplos:

01. A tabua ao lado representa todas as possiveis operagdes do grupo G = { a, b, c, d, e, f}
levando—se em conta que :
a) G é abeliano

b) Oneutroé e

c) axf=bxd=e
d) axd=b=xc=f
e) axc=bxb=d
f) cxd=a
* a | b c | d e f
a | b C d f a e
b C d f e b a
C d f e a C b
d f e a b d C
a b C d f
f e a b C f d

02. Para resolvermos a equagdo axb*c*x*b = c, devemos proceder do seguinte modo:
axaxbxcrxxpxb' = a*cxb’
expxcrxxe = a'xcxb’
bxcxx = a'xc*b’

b'sb*cxx = b'sa'*xcxb’

e*xC*X = b'xa'*c*b’
c'*Cxx = C'*b'*a'xcxb’
exx = C'xb'sa'*c*b’
X = c'xb'*a'*cxb'
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Deixamos ao encargo do leitor determinar outra forma de obter a solucéo, observando o

simétrico de um composto.

2.9. SUBGRUPOS
Definicéo:

Sejam ( G, * ) um grupo e H uma parte nao vazia do conjunto G. O par ( H, * ) diz—se

um subgrupo do grupo ( G, * ), quando H é fechado a operacdo * do grupo G e ( H, *)
também é um grupo, isto €, quando as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

(S1) Quaisquer que sejam os elementos x e y de H, tem-se x*y € H

(S2) O par ( H, *) também é um grupo.

A associatividade da operagdo * em G garante a associatividade desta operagédo em

H, porque H é uma parte ndo vaziade G (Hc G).
Todo grupo ( G, * ) em que o(G) = 1, admite pelo menos dois subgrupos : ({e}, * ) e

( G, *), denominados de subgrupos triviais ou subgrupos impréprios. Os demais subgrupos

de ( G, *), se existem, sdo chamados de subgrupos proprios .

Exemplos:

01. Sobre o grupo multiplicativo dos reais ( R, . ), podemos afirmar que :
a) Os subgrupos triviaissao : (R, .) e ({1},.);
b) Osconjuntos H; ={-1,1} e H;={x € R | x>0} sdo subgrupos préprios de ( R, .)
02. O grupo de Klein (Felix Klein 1849 — 1925), de ordem 4, K ={ a, b, c, e} representado na
tabua abaixo :

* e a b C

e e a b C

al|l a| e | c | b
b | b| c| e | a

C C b a e

Possui 0s seguintes subgrupos :

a) Subgrupos triviais: ({e}, *) e ({a, b,c, e}, =}
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b) Subgrupos proprios : ({e, a}, *); ({e, b}, *) e ({e,c}, *)

03.0par (H={2"|neZ}, .)éum subgrupo do grupo multiplicativo ( G = Q.", . ) dos

racionais positivos.
04.0grupo G ={—i,—1,i, 1} é um subgrupo do grupo multiplicativo ( C, .).

05. Consideremos 0 grupo G = RxR = R® munido com a operagdo * definida por

(a,b) = (c,d) = (a+c,b+d). Oconjunto H={(xy) € R?|y=2x}éum subgrupo de G.

PROPRIEDADES DOS SUBGRUPOS
Sejam o grupo ( G, *) e H um subgrupo de G.

ELEMENTO NEUTRO

Teorema

O elemento do neutro do grupo coincide com o elemento neutro de cada um dos seus

subgrupos.

Demonstracao:

Sejam eg e ey 0s respectivos elementos neutros do grupo G e do subgrupo H.

ComoHc G, temosqueey € Geque ey *eg=€c*ey==€y.

Por hipétese ey € 0 elemento neutro de H, logo ey * ey = eq.

Aplicando a propriedade de elementos simplificaveis em ey * eg = ey * ey, obtemos
ec = ey . Portanto, o elemento neutro do grupo é o mesmo elemento neutro de cada um dos

seus subgrupos.

SIMETRICO DE UM ELEMENTO

Teorema

O simétrico de qualquer elemento do subgrupo coincide com o seu simétrico no grupo.

Demonstracao:

Sejam x € He e o elemento neutro do grupo e do subgrupo.
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Consideremos X'c e X'y 0s simétricos de x em relacdo ao grupo G e ao subgrupo H,

respectivamente, assim :

X*X'c = X'g*X =€ e X¥X'H=X'HkX=e

Como todo elemento de G € regular, concluimos que X'c = X'y .

CARACTERIZACAO DOS SUBGRUPOS

Teorema

Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo (G, *). Entdo o par (H, *) € um subgrupo
de G se, e somente se, as duas condic¢des abaixo séo satisfeitas :

(Sp) Dados hy , h; € H, tem-se hy * h, € H.

(S2) Dado h € H, tem-se h' € H.
Demonstracao:

Supondo que H seja um subgrupo do grupo G, as condicdes (S1) e (S2) sdo claramente
satisfeitas.
Reciprocamente, supondo que as duas condicdes (S;) e (S2) sejam satisfeitas, temos :
a) A operacdo * é associativa em H, porque a operacdo * em G é associativa e Hc
G;
b) As condicbes (S1) e (Sz) garantem que a operacdo * é fechada em H, assim como,
todos os elementos de H sdo simetrizaveis;
c) Tomando h € H , pela condigédo (S;) h' € H e pela condic¢do (S;) h+h' = h'*h € H,
assime € H.

Portanto, H é um subgrupo do grupo G.

Exemplos:

01. Mostraremos que o par (H={3"|n e Z},.) é um subgrupo do grupo multiplicativo
dos racionais positivos (G = Q.", .).
a) O neutro do grupo é e = 1 que pode ser interpretado comoe=3°=1, onde 0 € Z ;
b) Dados h; =3° e h, = 3%elementos de H, com p e q inteiros, temos :
i. hixh, =3P.39=3"9 ¢ H, pois p + q é inteiro

c) Sejah=3", com m inteiro. Assim,
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hxh'=e = 3™h'=1 = h'=3"™ = h'e H, pois—m é inteiro.

Portanto, H € um subgrupo de G

02. O conjunto H = { z = cos(0) + i.sen(0) | 6 € Q } € um subgrupo do grupo multiplicativo
dos complexos ndo nulos ( C*, .). De fato :
a) O neutro do grupo é e = 1 que pode ser escrito como e = cos(0) +i.sen(0) € H;
b) Dados h; = cos(6;) + i.sen(6;) e h, = cos(6,) + i.sen(6,) elementos de H, com  6; e
0, racionais, temos :
hy*h, = [cos(0;) + i.5en(02)].[cos(6,) + i.5en(6,)]
hy*h, = [cos(01).c0s(02) —sen(61).sen(62)] + i.[cos(01).sen(62) + sen(B1).cos(62)]
hy*h, = cos(01 + 6) + i.sen(6; + 6,)
hyxh, € H, pois 6, + 6, =6 € Q;

c) Dado h =cos(0) +i.sen(6) € H, com 6 racional. Assim,
1
h«h'=e = hh'=1 = h'= o = h'=cos(6) —i.sen(6) =

h' = cos(— 0) + i.sen(—0) , como — O € racional entdo
h'e H.

Portanto, H é um subgrupo de G =C".

03. O conjunto H ={ 2k | k € Z} é um subgrupo do grupo aditivo dos numeros inteiros
(Z,+). Defato:
a) O neutro do grupo é e = 0 que pode ser interpretado comoe =2.0=0,0nde 0 € Z;
b) Dados h; =2.k; e h, =2.k, elementos de H, com k; e k, inteiros, temos :
hixhy = (2.k;).(2.k2) = 2.(2.k1.k2) € H, pois 2.k;.k; = k inteiro
c) Sejah =2k, comKk inteiro. Assim,
h«+h'=e=2k+h'=0=h'=-2k=h'=2.(-k) =
h' e H, pois —k ¢é inteiro.

Portanto, H é um subgrupo de G = Z.

04. O conjuntoH={z € C| 1z|= 1} é um subgrupo do grupo multiplicativo dos numeros
complexos ndo nulos (C*, .). De fato:

a) Oneutrodogrupoé e=1 e H, pois lel=1;
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b) Dados h; =z; e h, =z, elementos de H, com \21\:1 e |22\:1, temos :
‘hl*hz‘ = |Z]_.Zz‘ = ‘21‘.|Zz‘:1.1:1, |OgOh1*h2€H;

c) Sejah=2z,com |z| =1. Assim,

=
I
N |

hxh'=e = z.h'=1 =

hl=1z|=1zl=1 - h' e H.

Portanto, H é um subgrupo de G =C".

05. O conjunto H = { x € Q| x > 0} € um subgrupo do grupo multiplicativo dos nimeros
racionais ndo nulos ( Q°, . ). De fato :
a) Oneutrodogrupoé e=1 e H, pois e=1>0;
b) Dados h; e h, elementos de H, com h; >0 e h, >0, temos:
hi*h, = h;.hy > 0, logo hi*h, € H;

c) Seja helementode H, comh>0. Assim,

hx*h'=e = h.h'=1 = h'= =

h'>0 = h'e H.
Portanto, H é um subgrupo de G = Q" .
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3.1. HOMOMORFISMO E CLASSIFICACAO DO HOMOMORFISMO.

Definicao:
Sejam os grupos (G, *) e (J,®).

Uma aplicacéo f: G —» J é um homomorfismo de G em J, quando ela é compativel com as estruturas

dos grupos, isto é, f(x *y) =f(x) ® f(y), quaisquer que sejam x e y de G.

Simbolicamente:

> f(x)
+ f(y)
f(x) ® f(y)
-+ f(x*y)

Note que o primeiro membro desta relagdo, isto é, no termo f(x * y) 0 composto x * y é computado em
G ao passo que no segundo membro desta relacéo, isto €, no termo f(x) ® f(y), 0 composto é de elementos de J.
Com isto, entende—se uma aplicacdo de um sistema algébrico (grupo), em outro sistema algébrico semelhante

(grupo), que conserva a estrutura.

Exemplos X

01. Sejamos grupos (R, +) e (R.",.). Aaplicagdo f: R — R.", definida por f(x) = 2* € um homomorfismo.
De fato :
fla*xb)=2°""=2.2" = f(a) ® f(h)

02. Sejam os grupos (R.", . ) e (R, +). A aplicagdo f : R,” — R, definida por f(x) = log(x) é um
homomorfismo. De fato :

f(m = n) = log(m . n) = log(m) + log(n) = f(m) ® f(n)

03. Sejam os grupos (C*, .) e ( R, .). A aplicacio f : C' — ®," , definida por f(z) = |z| é um
homomorfismo. De fato :

f(z1+25) = |21-22| = |Zl| N Zz| =f(z1) ® f(zp)
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04. A aplicacdo f: (ZxZ, +) — (ZxZ, +), definida por f(x,y) = (x—y, 0) é um homomorfismo. De fato :
fl(a,b) = (c,d)] = fl(ab) + (c,d)] = f[(a +c, b+ d)] = ((a+c)— (b +d),0)
fl(a,b) = (c,d)] = ((@a—b) +(c—d),0+0)=(a—Db, 0) + (c—d, 0) = f(a,b) ® f(c,d)

05. Sejam os grupos multiplicativos G = M,(R) tal que det(A) = 0; VA € My(R) e J=%R". Aaplicagdo f:

M,(R) — R.", definida por f(X) = det(X) é um homomorfismo. De fato :
f(A = B) = det(A.B) = det(A) . det(B) = f(A) ® f(B)

3.2. PROPRIEDADES DOS HOMOMORFISMOS

Sejaf: (G, *) — (J, ® ) um homomorfismo de grupos.

Teorema

A imagem f(eg) do elemento neutro eg do grupo G é o elemento neutro e; do grupo J, isto &, f(eg) = e.

Demonstracao :
Para todo x elemento de G, temos :
X*6g = X
f(x * eg) = f(x)
f(x) ® f(eg) = f(x)
f(x) ® f(eg) = f(x) ® e
f(ec) = &

c.q.d.
Teorema

A imagem do simétrico de qualquer elemento x do grupo G é igual ao simétrico da imagem de X, isto é,
fx)=[fx)]", VxeG.

Demonstracao :
Para todo x elemento de G, temos :
fles) = &
f(x*x) = e
fX)®@f(x) = e
f0) ®f(x) = f(x) ® [f]
fx) = [FOI

Teorema

O homomorfismo transforma subgrupos de G em subgrupos de J .

( 1
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Demonstracao:

Seja (H, * ) um subgrupo de ( G, *) .
Afirmamos que ( f(H), ® ) é um subgrupo de (J, ® ). De fato :
a) E 6bvio que f(H) = &, poiseg € H = f(eg) =e; = e, € f(H);

b) Wy, vy, € f(H), por definicdo, existem xy, x, € H tais que f(x;) =y; e f(Xy) =y, . Assim, y; ® y, = f(x;) ®
f(x2) = f(x1) ® f(xz) = f(xy * Xz )

Como x; * X, € H, tem-se y; ® y, € f(H).

d) Wy e f(H), por definico, existe xe H tais que f(x) = . Assim, y'=1f(x)' = f(x)
Como x' € H, tem-se y' € f(H).

Portanto, ( f(H), ® ) é um subgrupo de (J, ®) .

3.3. NOCLEO DE UM HOMOMORFISMO
Definicéo:

Seja f: (G, *# ) > (J, ® ) um homomorfismo de grupos e e; o elemento neutro do grupo J. Chama-se

nucleo ou Kernel do homomorfismo f ao conjunto { x € G | f(x) = e; }, indicado pela notacdo N(f) ou Ker(f)
(leia—se nlcleo ou Kernel de f), isto é :
N(f) =Ker(f)={xe G|f(x) =es}

Em simbolos :
f
(G,¥) J, ®)
N(f) ¥
X
€; .e.l
Exemplos X

01. Sejam os grupos (R, +) e (R, .) e o homomorfismo f : R — R.", definido por f(x) = 2.
Aplicando a condigdo para que um elemento x de G pertenca ao nlcleo de f, temos: f(x) =e; = 2*=
= x=0
Assim, N(f) = {0}

02. Sejam os grupos (R.",.) e (R, +) e o homomorfismo f: R,* — R, definido por  f(x) = log(x). Entdo,

fxX)=e; = logx)=0 = x=1
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03.

04.

Assim, N(f) = {1}

Sejam os grupos (C*,.) e (9R.",.) e o homomorfismo f: C* — R.", definidopor ~ f(z) = | z|, sendo z =
Xx+y.i Entiof(z)=¢;, = lz| =1 = X +y =1
Assim, Ker(f) = {z=x +y.i e C|x*+y* =1}

Geometricamente :

Ya A‘.R:

Consideremos o homomorfismo de grupos f: (ZxZ, +) — (ZxZ, +), definido por f(x,y) = (x =y, 0). O
Kernel de f é :

fxy)=e, = (x-y,0)=(0,0 = x=y

Assim, Ker(f) = {(x,y) € ZxZ | x =y}

Sugerimos que o leitor faga uma interpretacdo geométrica do caso acima.

05. Seja o homomorfismo de grupos f: ( My(R), .) = ( R.", .), definido por f(X) = det(X). Entdo, f(X) = e,
= det(X)=1.
Assim, Ker(f) = {X € M,(R) | det(X) = 1}

Teorema

Seja f: (G, * ) — (J, ® ) um homomorfismo de grupos, entdo o nicleo de f é um subgrupo de G, isto é,

o par (N(f), * ) é um subgrupo do grupo (G, *).

Demonstracéo :

a)

b)

Como f(eg) = e, entéo eg € N(f). Logo, N(f) = & .

Dados x,y € N(f), logo f(x) =e; e f(y)=e;.
Assim, f(x *y ) = f(x) ® f(y)
fixxy)=e,®e

——
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f(x *y)=-e; oqueimplicaem x*y e N(f).

c) Sejax e N(f), logo f(x) =e;.
Assim, f(x') = f(x)'
f(x) =¢;
f(x') = e;, 0 que implicaem x' € N(f).

Portanto, N(f) é um subgrupo de (G, *).

e Sugerimos ao leitor que procure recordar quando uma aplicacdo é injetora, sobrejetora ou bijetora antes

de dar continuidade neste texto.

3.4. HOMOMORFISMOS ESPECIAIS

Sejaf: (G, *) — (J, ® ) um homomorfismo de grupos.

MONOMORFISMO
Definicéo:

Diz-se que 0 homomorfismo f é um monomorfismo ou homomorfismo injetor quando a aplicacéo f é

injetora .

EPIMORFISMO
Definicao:

Diz-se que o homomorfismo f é um epimorfismo ou homomorfismo sobrejetor quando a aplicacédo f é

sobrejetora .

ISOMORFISMO
Definicao:

Isomorfismo ou homomorfismo bijetor é todo homomorfismo cuja aplicacdo f é bijetora .

ENDOMORFISMO
Definicéo :

Chama-se de endomorfismo a todo homomorfismo de (G, * ) em si proprio .
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AUTOMORFISMO
Definicéo:

Chama-se de automorfismo a todo endomorfismo cuja aplicacdo f seja bijetora .

Exemplos:

01. Sejam os grupos (R, +) e (R,",.). Aaplicacdo f: R — R, , definida por f(x) = 2* é um isomorfismo.
02. Sejam os grupos (R.",.) e (R, +). Aaplicagdo f: R." — R, definida por f(x) = log(x) é um isomorfismo.
03. Sejam os grupos (C*,.) e (R.",.). Aaplicacio f: C* — R.", definida por f(z) = | z| é um epimorfismo.
04. A aplicacdo f: (ZxZ, +) — (ZxZ, +), definida por f(x,y) = (x -y, 0) € um endomorfismo.

05. Sejam os grupos (R, +) e (R, +). Aaplicacdo f: R — N, definida por f(x) = 2.x é um automorfismo.

06. Aaplicacdo f: (Z, +) — (Q, +), definida por f(x,y) = 2.x ¢ um monomorfismo.

Deixamos ao encargo do leitor mostrar que as aplicacdes séo injetora, sobrejetora ou bijetora, conforme o

caso.

UNIDADE IV - GLASSES LATERAIS

Sejam o grupo ( G, * ), H um subgrupo de G, e a um elemento arbitrério de G.

4.1. CLASSE LATERAL A DIREITA
Definicéo:

A classe lateral a direita de H em G gerada por a, denota—se por H * a, é 0 seguinte

subconjunto de G :

H+*a ={h*a | heH}

4.2. CLASSE LATERAL A ESQUERDA
Definicao :
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A classe lateral a esquerda de H em G gerada por a, denota-se por a * H, é o

seguinte subconjunto de G :

a*H ={h*a | heH} |

Exemplos:

01. Sejam o grupo multiplicativo G ={-1i,— 1,1, 1} e osubgrupo H={-1, 1}.

Todas as possiveis operagdes do grupo figuram na tabua abaixo:

* -i | -1 i 1

-i | -1 i 1 —Ii
-1 [ 1 - | -1
[ 1 -i | -1 [

1 -i | -1 i 1

A seguir apresentamos todas as classes laterais a esquerda e a direita de H em G.
i*H={xeG| x=i*xh;heH}={-1i,1}

—i*H={xeG| x=—i*xh;heH}={-1i,1}
1*H={xeG|x=1*h;heH} ={-1,1}
~1*H={xeG|x=-1*h;heH}>={-11}

H¥i={xeG|x=h*i;heH}={—i,i}
H¥—i={xeG|x=h*—i;heH}={—i,i}
H¥l={xeG|x=h#*1;heH}={-1,1}
H# 1={xeG|x=h#*-1;heH}={-1,1}

Observe que :
o As classes laterais sdo coincidentes ou disjuntas
e Se 0 elemento gerador da classe pertence ao subgrupo, entdo esta classe é igual ao préprio

subgrupo.

02. O grupo de Klein de ordem 4, K ={a, b, c, e} esta representado na tabua abaixo :

* e a b c

e e a b c
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As classes lateraisde H={a, e } em G, séo :

a*H={xeG| x=a*xh;heH}={ab,ce}
bxH={xeG| x=bxh;heH}={ab,ce}
cxH={xeG| x=c*xh;heH}={ab,ce}
exH={xeG| x=exh;heH}={ab,ce}

H+xa={xeG| x=h=xa;heH}={ab,ce}
Hxb={xeG|x=hxb;heH}={ab,ce}
Hxc={xeG| x=h=xc;heH}={ab,ce}
Hxe={xeG| x=h=xe;heH}={ab,ce}

4.3. PROPRIEDADES DAS CLASSES LATERAIS

Teorema

Sejam ( H, * ) um subgrupo do grupo abeliano ( G, * ), entdo as classes laterais a
esquerda e a direita de H em G, gerada pelo elemento a de G coincidem.

Demonstracao:

Considere as classes lateraisa*H={a*h|heH} e Hxa={h+*a|heH}.
AssimiH*a={h=+*alheH}={a*xh|heH}=a=H, pois G é um grupo
abeliano.

Teorema
Sejam ( H, * ) um subgrupo do grupo ( G, * ), entdo todo elemento a de G pertence a

sua classe lateral.

Demonstracao:

Consideremos a classe lateral a direita H * a de H em G, determinadapora € G .

Sabemos que o elemento neutro e do grupo G pertence ao subgrupo H.
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Logo,ae G e exa=a oqueimplicaem ae H*a.

De modo analogo, prova-se que a € a* H.

Teorema

Sejam ( H, * ) um subgrupo do grupo ( G, * ), e a, b elementos quaisquer de G, entdo
as classes laterais a direita H * a e H * b (ou as classes laterais a esquerda a* He a* H)
de H em G, geradas por a e b, respectivamente, coincidem se, e somentese a*b' € H

(oua'*beH).

Demonstracao:

Consideremos que as classes laterais a direita sejam coincidentes, isto ¢, H * a e
H = b. Deste modo, existem hy, h, € H tais que h; = a = h, = b, 0 que implica em
a*xb'=h'y *hy,.Comoh'y*h; e H tem-se a*Db' € H.

Por outra parte, suponha que a * b' € H. Assim, a classe lateral a direita determinada
por a * b' de H em G coincide com o subgrupo H. Deste modo, existem hg, hy € H tais que
hs * (a*b") =hy, ouaindahz *a=hs *b. Logo, todo elemento hs *a € H * a é igual a um
elemento hy * b € H * b, e vice-versa.

Portanto, H *a = H = b.

Por analogia, prova-se que a*H = b+ H,seesomentesea *b e H.

Teorema
Sejam ( H, * ) um subgrupo do grupo ( G, * ), e a, b elementos quaisquer de G, entdo
as classes laterais a direita (ou as classes laterais a esquerda ) de H em G, determinadas por a

e b sdo disjuntas ou coincidentes.

Demonstracao:

Consideremos as classes laterais a direita H = a e H * b de H em G, determinadas por
a e b, respectivamente.

Suponha que exista um elemento xde Gtalquex e H*a e x e H=*b.
Logo existem hy, h, € H tais que :
hy *a=x=h,*b ouainda

hy*a=hy*b
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hy*(hyxa)*b'=h'y*(hy*b) =D
a*b' =h'y*h,
O fato de que h'; * h, € H implicaem a * b’ € H. Portanto, H *a=H * b

De modo analogo, demonstra-se que vale para as classes laterais a esquerda.

Lema
Sejam ( G, * ) um grupo e H um subgrupo de G e a, b € G, com a# b. Entdo

existe uma correspondéncia biunivocaentre H*a e H*b (ou a*xH e b*xH).

Demonstracao:

Definamos a seguinte aplicacao :
f:H*xa > H=Db

h*a - h=*b

f(hxa)=h=xb

Afirmamos que f:H=*a — H=*b ébijetora. De fato :
a) Sejaf(hl*a):f(hz*a) = hyxb=hy*xb = hi=h;

logo, hy *xa=hy,*a. .. féinjetora.

b) Dadoh*b e Hx*b. Entdo existe h*a € H * a tal que f(h *a) =h * b, pela definicdo de

f. .. f é sobrejetora.

Teorema de Lagrange

A ordem de qualquer subgrupo ( H, * ) de um grupo finito ( G, * ) divide a ordem do

grupo ( G, *).

Demonstracao:

Pelo teorema sobre partices em um conjunto, tem-se que as classes laterais a direita
(ou a esquerda) de H em G, decompdem G em classes laterais mutuamente disjuntas. Por
outro lado, sabemos que entre duas classes laterais existe sempre uma correspondéncia
bijetora, isto é, H*a<>H * b, Va,b € G,emaisaindaH *a<«>H * b« H *e=H. Logo,

como G é finito, o nimero de classes laterais multiplicado pela quantidade de elementos em
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H, fornece o numero de elementos de G, isto é, k.o(H) = o(G), onde k corresponde ao nimero

de classes laterais mutuamente disjuntas, ou em simbolos :

G=(@m*H)u(@*HuU..u(@k*H) =0G)=0(H) +oH) +..+0o(H) = 0G) =k.

o(H) & o(H) | o(G)

e A reciproca do Teorema de Lagrange é falsa, pois um grupo finito ndo tem
necessariamente um subgrupo cuja ordem seja um divisor da ordem do grupo.

e Se aordem do grupo for um nimero primo, entdo o0s subgrupos sao triviais.

e O teorema de Lagrange é de fundamental importancia porque introduz relacdes

aritméticas na teoria dos grupos.

4.4. SUBGRUPO NORMAL
Definicéo:

Seja (H, *) um subgrupo do grupo ( G, *). Diz-se que H é um subgrupo normal ou

um subgrupo invariante de G quando a condicio a* H = H#*a,V a e G ¢ verificada,
denota-se por H <« G.

Se ( G, *) é um grupo abeliano, entdo todo subgrupo de G é um subgrupo normal, mas
a reciproca é falsa.

Deixamos ao encargo do leitor apresentar exemplos de subgrupos normais.

y 4

9.1. ANEL

Definicao:
Seja A um conjunto ndo vazio ( A # &) munido de duas operacdes internas @ e ®.
Diz-se que a terna (A, @, ® ) é um anel quando as operages internas @ e ® possuem
as seguintes propriedades :
(A1) O par (A, @) e um grupo abeliano;
(A2 Va,b,ce Ajtem-se a®(b®c) =(a®b)®c
(Asz) Va,b,ce A tem-se: a® (b®c) a®b & a®c
(b®dc)®a=b®a ®c®a

( 1
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Exemplos:

01.

02.

03.

04.

05.

Asternas (Z,+,.); (Q,+ .); (R, +, .)e(C, +, .) sdo aneis, pois, para cada uma delas,
sdo validas as trés seguintes condigdes:

(A1) Ospares (Z, +); (Q, +); (R, +) e (C, +) sdo grupos abelianos;

(A2) Ospares(Z,.);(Q,.); (R,.)e (C,.) sdo semi—grupos;

(A3) A multiplicacdo (.) em Z, Q, R e C é distributiva em relacdo a adicéo (+).

A terna ( 2.Z, +, . ), onde 2.Z denota o conjunto dos nimeros inteiros pares, € um anel,
pois, sdo validas as trés seguintes condicdes:

(A1) O par (2.Z, +) é um grupo abeliano;

(A2) O par(2.Z,.) é um semi—grupo;

(A3) A multiplicagdo (.) em 2.Z é distributiva em relacdo a adicéo (+).

Seja M,(fR) o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem 2. A terna ( M,(R), +, .)
é um anel, pois, temos :

(A1) O par (M2(R), +) é um grupo abeliano;

(A2) O par (M2(R), . ) € um semi—grupo;

(A3) A multiplicagdo (.) em M(%R) é distributiva em relagdo a adigdo (+) .

A terna ({0}, +, .) é um anel, porque ( {0}, +) é um grupo abeliano; ( {0}, .) é um semi-

grupo e a multiplicacdo (.) é distributiva em relacdo a adicdo (+).

Seja A=R"={f| f: R > R }. Dadas duas funcdes quaisquer f, g € A, definindo f + g
e f.g daseguinte forma:

(f+rg:R->NR (f+9)(x) = f(x) + g(x)

(fg:R->NR (f.9)(x) = f(x).9(x)
Nessas condi¢fes A € um anel.
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5.2. ANEIS COMUTATIVOS, ANEIS COM UNIDADE E ANEIS DE
INTEGRIDADE.

ANE L COMUTATIVO
Definicao:

Diz-se que o anel ( A, &, ® ) é um anel comutativo, quando a operagdo ® ¢é

comutativa, isto é, Va,b € A, tem-sea® b=b ® a.

ANEL COM UNIDADE
Definicéo:

Diz-se que o anel ( A, @, ® ) € um anel com unidade, quando a operacdo ® admite

elemento neutroem A, isto é, Va e A, tem-sea® 1a=1p®a=a.

e O elemento neutro em relacdo a operacdo @ serd denotado por Oa , enquanto que, 0

elemento neutro em relacdo a operacdo ® sera denotado por 1a.

ANEL COMUTATIVO COM UNIDADE
Definicao:

Diz-se que o anel (A, @, ® ) é um anel comutativo com unidade, quando a operacao

® for comutativa e admitir elemento neutro em A.

ANEL DE INTEGRIDADE
Definicao:

Diz—se que o anel comutativo com unidade ( A, @, ® ) € um anel de integridade,

quando Va,b € A, tem-sea® b =04 = a=0a ou b =04, isto &, vale a lei do anulamento

do produto.

Se a e b sdo elementos ndo nulos do anel A taisque a ® b = 0a ou b ® a = 0Oa,

dizemos que a e b séo divisores proprios do zero em A.
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Exemplos :

01. Osanéis (Z,+,.); (Q,+, .); (R, +, .)e(C, + .) sdo exemplos classicos de anéis de

integridade.

02. O anel ( M2(R), +, .) ndo é de integridade, pois, além de ndo ser comutativo apresenta

divisores proprios do zero, conforme abaixo :
0 1|1 0 |0 O
0 o|{o o] |0 O
1 0|/|0 1 0 1
embora, . =
o ollo o) = o o
9.4. SUBANEIS
Definicéo:

Sejam (A, @, ® ) é um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se que L € um

subanel quando:
a) L é fechado para as operacdes que dotam o conjunto A da estrutura de anel;
b) (L, ®, ® ) também é um anel.

Exemplo:

Considerando-se as operacdes usuais sobre 0s conjuntos numericos temos que:
a) Zésubanelde Q,ReC;

b) Q ésubaneldeR e C;

c) R ésubanel deC.

Proposicéo:

Sejam (A, @, ® ) é um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Entdo L é um

subanel de A se, e somentese,a® b’ e a®b e L,semprequeab e L.
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Definicéo:
Chama-se corpo todo anel comutativo ( C, &, ® ) com elemento unidade e tal que

todo elemento ndo nulo de C € inversivel para a operacdo ® .
Em outras palavras, corpo é toda terna ordenada ( C, @, ® ) que satisfaz as seguintes
condicdes :
(Cy) (C,®)éum grupo abeliano;
(C2) (C*, ®) éum grupo abeliano;

(C3) A operacao ® é distributiva em relacdo a operacéo @ .

Exemplos :

01.Os anéis (Q, +, . ); (R, +,.) e (C, +,.) sdo corpos, denominados, respectivamente,
corpo dos nameros racionais, corpo dos nimeros reais e corpo dos nimeros complexos,
pois, sdo validas as condigdes:
(A1) Os pares (Q, +); (R, +) e (C, +) sé@o grupos abelianos;
(A2) Os pares (Q,.); (R, .)e (C,.) sdo grupos abelianos;
(A3) A multiplicacdo (.) em Q, R e C é distributiva em relacdo a adicao (+).

02. Aterna ( Z, +,.) é um anel mas ndo € um corpo. Deixamos ao encargo do leitor verificar

porque ( Z, +, . ) ndo é um corpo.

03. Aterna (C={a+ b+/3 | a,b e Q} + .)éumcorpo, pois, as trés condi¢bes para que

um conjunto ndo vazio seja um corpo séo satisfeitas.

04. Aterna (C={a,b,c} &, ®), com as operacdes @ e ® definidas pelas tdbuas abaixo é

um corpo.
® a b c ® a b c
a a b c a a a a
b b c a b a b c
C c a b C a c b
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05. A terna ( RXR, @, ® ), com as operacdes @ e ® abaixo definidas € um corpo.
(@b)® (cd) = (a+c,b+d)e(ab)®(c,d) = (ad - bc ,ad + bc)
Note que os pares ( R% @ ) e ( R% ® ) sdo grupos abelianos e que, a operacdo ® e

distributiva em relacéo a operagdo ®.

Teorema

Todo corpo ( C, @, ® ) ndo possui divisores de zero.

Demonstracao:

Devemos provar que da igualdade a.b =0 implicaem a=0 ou b =0, quaisquer que
sejam os elementos a, b € C.

Se a =0, ndo h& o que demonstrar.

Se a = 0, entdo pela definicdo de corpo, o elemento a € C é inversivel, isto é, possui
inverso a * e C.

Assim, ab=0 = alab=a'0 = 1,b=0 = b=0.

Teorema

Todo corpo (C, ®, ® ) é um anel de integridade.

Demonstracao:

De fato, de acordo com a definicdo de corpo e teorema acima, ( C, ©, ® ) é um anel
comutativo com elemento unidade e sem divisores de zero, portanto, ( C, &, ® ) € um anel de

integridade.
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EXERCI'CIOS

01.

02.

03.

04.

05.

06.

Dados os conjuntos A = {a, b} ; B={2,3} e
C={3,4}. Calcule:

a) Ax(BuC)

b) (AxB)u(AxC)

c) Ax(BnC)

d (AxB)n (AxC)

e) Ax(B -C)

f) Ax(C-B)

Represente A X B e B x A nos seguintes

Casos :

a) A={xe®R|2<x<5}e
B={yeR|1<y<6}

b) A={xeNR|1<x<5}e
B={yeR|l<y<5}.

c) A={xeR|-2<x<5}e
B={yeR|1<y<6}

d A={xeR|-3<x<3}e
B={yeR|-1<y<1l}

Sejam os conjuntos A={0,2,4,6,8} e B=

{1, 3, 5 9} Enumerar os elementos das

relagBes abaixo definidas, determinando seu

dominio, a imagem e a rela¢do inversa:

a) Ri={(xy)e AxB| y=x+1}

b) R,={(xy) e AXB| x <y}

¢) Rs={(xy) e AxB| y=x*+1}

d) Re={(xy)e AXB|y|(x+1)} "y][(x+
1) = ydivide (x +1)"

Sabendo-se que A é um conjunto com 5
elementos e R = {(0,1); (1,2); (2,3); (3,4)} é ma
relacdo sobre A. Pede-se obter :

a) Oselementos de A

b) O dominio e aimagem de R

c) Os elementos, dominio e imagem de R™

Sejam A =N e arelagdo R = {(x,y) € AXA |
2x + y = 10}. Determine o dominio e a
imagemde Re R™.

Seja A = {1, 2, 3}. Classifique as relagdes
abaixo em reflexiva, simétrica, transitiva e anti-
simétrica :

a) Ri={(12); (1,1); (2,2); (2,2); (3,3)}

b) R.={(1,1);(2,2); (3,3); (1,2); (2,3)}

¢ Rs={(11);(2,2); (1,2); (2,3); 3. 1)}

d) R,=A?

——
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07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

9) Ry= I

Dé um exemplo de uma relagdo sobre o

conjunto A{ a, b, c,d, e} que:

a) Sejaapenas reflexiva

b) Seja apenas simétrica

c) Seja apenas simétrica e anti-simétrica

d) N&o seja nem simétrica e nem anti-
simétrica

Sejam R e S relagBes sobre o mesmo conjunto

A. Prove que:

a) Se R e S sdo simétricas, entio R N Se R
U S séo simétricas.

b) Se R e S sdo transitivas, entdio R N S é
transitiva.

) R'nS'=(RNS)*

d R'uUS'=(RuUS)*

e) Se R é transitiva, entdio R’ também é
transitiva.

f) Qualquer que seja R, tem-se R U R™ é
simétrica

Quais das relagcfes abaixo sdo de equivaléncia
sobre o conjuntos dos inteiros positivos?

a) XRyox+y=12

b) xRy < mdc(x, y)

c) XRyex |y

d) xRy < Jinteiro k tal que x —y =4k

Sejam A={x e Z| | x| <4} earelacio R
definida por xRy < x + | x| =y + |y |
Determinar o conjunto quociente A/R.

Sejam A={x e Z| | x| <5} earelacio R
definida por xRy < x> + 2x = y* + 2y.
Determinar o conjunto quociente A/R.

Sejam M um conjunto ndo vazio, A = (M)
(conjunto das partes de M) e as relagdes R
definida por XRY < X nF =YnF e XSY
& XUF = YUF, onde F é um subconjunto fixo
de M. Verifique se as relagbes R e S séo de
equivaléncia.

Mostre que a relagdo R de finida por xRy < X
—y € Q (conjunto dos numeros racionais) €é

'
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14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

uma relagdo de equivaléncia sobre A = R e

descreva as classes geradas por ~ € \/E .

2

Mostre que a relacdo R de finida por (a +
b.i)R(c + d.i) < a? + b? = ¢? + d é uma relagéo
de equivaléncia sobre A = C (conjunto dos
nimeros complexos) e descreva as classes
geradasporl+ie 1-i.

Seja A o conjunto das retas de um plano .
Quais das relacBes abaixo definidas sdo
relacOes de equivaléncia ou de ordem em A ?
a) XRy < xl/ly

b) xRy < x L1y

Verifique se arelacdo (a,b) R (c,d) < ad=
be em A = ZxZ é uma relagdo de
equivaléncia.

Dado o conjunto A = C e seja 0S nhameros
complexos x =a+bhi e y=c+di deC.
Verifique se arelacdo xRy < a<c e b<d ¢
uma relacdo de ordem parcial em C.

Sejam os conjuntos B = & e A= p(B)ea
relagdo XRY < X cYem A. Verifique se a
relagdo R é uma relagdo de ordem em A.

Faca o diagrama simplificado das seguintes
relac6es de ordem no conjunto A = {1, 2, 4, 5,
10, 20}. Sendo: a) Ordem habitual. b)
Ordem por divisibilidade.

Faca o diagrama simplificado da relagdo de
ordem por inclusdo em A = @ ({a,b}).

Faca o diagrama simplificado da relacdo de
ordem por divisibilidade no conjunto
A = {2,3,5,10,15,30} e determine os limites
superiores, os limites inferiores, o supremo, o
infimo, 0 maximo, 0 minimo, 0 maximal e o
minimal, considerando B = {6, 10}.

Faca o diagrama simplificado da relacdo de
ordem por divisibilidade no conjunto
A = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} e determine 0s
limites superiores, os limites inferiores, o
supremo, o infimo, 0 mé&ximo, o minimo, o
maximal e o minimal, considerando
B ={2,4,6}.

Seja B = {x €Q | 0 < x* < 2} um subconjunto
de A = Q, em que se considera a relacdo de
ordem habitual. Determine o0s limites
superiores, os limites inferiores, o supremo, o
infimo, 0 maximo, 0 minimo, 0 maximal e o
minimal.

——
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24

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Faca o diagrama simplificado da relacdo de
ordem por inclusio em A = gp({ab,c}) e
determine os limites superiores, os limites
inferiores, o supremo, o infimo, 0 méaximo, o
minimo, o maximal e 0 minimal, considerando

B ={{a}, {ab}, {ac}}.
A aplicacdo f: QxQ — Q, definida por f(x,y) =

X
— é uma lei de composicdo interna ?

Seja My(R) o conjunto das matrizes quadradas
de elementos reais. A operacdo definida em
M,y(R) por X = Y = X . Y é uma lei de
composicao interna ?

Seja a operagdo interna xxy = x + y em A = N.
Os elementos de N sdo todos regulares ?

Construa a tdbua da operacdo xxy = mdc(x,y)
em A={1,3,5 15}

Construa a tdbua da operagdo X*Y = X < Y
emA={M,N,P,Q},comMcNcPcQ.

Em cada um dos casos abaixo, considere a
operacdo = definida sobre A e verifique em
quais vale as propriedade associativa,
comutativa, elemento  neutro, elemento
simetrizavel e elemento regular :

X+y
2

x=x=y:\/X2+y2 .

X*y= X.y +2.X
(a,b)*(c,d)=(a+c, b.d)
(a,b)*(c,d)=(a.c,0)

AA=R e xxy=
byA=R
C)A=R
d) A=2ZxZ
e) A=2ZxZ

M Md D @D

Qual a condicdo que deve ser imposta aos
inteiros p e g de modo que a operacdo
X*y=pXx +qy,emA=7Z seja:

a) Associativa

b) Comutativa

c) Admita elemento neutro

Verifique se o conjunto

_ cos@) sen@) |eeiR p
—sen@) cos@)

um subconjunto fechado de M,(R) para a
multiplicacdo usual de matrizes.

Construa a tdbua da operagdo * sobre o
conjunto A ={ 1, 2, 3, 4} de modo que :

a) A operacdo seja comutativa

b) O elemento neutro sejae =1

c) U.A)=A

d) RJ(A)=A

'
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

e) 2x3=1

Verifique se a operacao * definida pela tabua
abaixo em A = { 1, 2, 3, 4} é um grupo
abeliano:

RPINWIAIN
AIWIN(FP|W
WAL IN &>

AW IN|FP|*
NP~ Wl

Verifique se o conjunto G = {a + h. \/E |a, b
€ Q } com a operagdo x * y =X .y € um grupo
abeliano.

Seja A=R"={f| f: R > R }. Dadas duas
fungdes quaisquer f, g € A, definindo f+ g e
f.g da seguinte forma :

f+g): R->NR (F+gXx) =f(x) +g(x)
(fg):R->R  (fg(X) =f(x).9()

Verifique se os pares (A, +) e (A, .) sdo
grupos abelianos. Justifique a resposta, caso
ndo seja grupo abeliano.

Construa a tabua do grupo G ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
de ordem 6, sabendo que :

a) G éabeliano

b) Oneutroée=5

c) 1*x6=2%4=5

d 1%x4=2%3=6

e) 1x3=2%2=4

f) 3x4=1

Prove que, se no grupo ( G, * ) existe x tal que
X * X = X, entdo x é o elemento neutro.

Mostre que o conjunto

o3 30 06 L2 )

com a operacdo de multiplicacdo usual de
matrizes é um grupo abeliano.

Opar (G={2|k e Z} *) éum grupo
abeliano, sendo x *y = x . y.

Prove que, se no grupo ( G, * ) todo elemento x
e tal que x * x = e, entdo G é abeliano.

Abaixo estd relacionado um grupo G, a
operacdo * e um subconjunto H. Quais destes
subconjuntos sdo subgrupos :

a) G = My(R); X*Y=XY e

——
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

_ J| cos@) senf) | oem
—sen@) cos@)

b)G=Q-{1}; x* y=x+y—-xy e
H=2zZ={0, 2, +4, £6, 48, +...}

c)G= 27 X* y=xX+y e
H=2Z={0,+2,+4,+46,48,+..}

d)G=C" z1% 2,=2,.2, €
H={zecC| |z| =2}

e)G=R; x* y=x+y e H=N.

Provar que, se H; e H, sdo subgrupos do
grupo ( G, * ), entdo H; n H, é um subgrupo
do grupo G.

Mostre que, se G é um grupo e x * X =1, entdo
G é abeliano.

Mostre que, se x é elemento grupoe X * X=X,
entdo x é o elemento neutro.

Sejam a, b, ¢ elementos de um grupo G. Prove

gue o simétrico de axb=c é ¢’ *b'*a. Obtenha x

€ G, tal que axb*c*x*b = axb*x.

Verifique se H; = {x € Q | x >0} e H, =
1+2m
1+2n

grupo multiplicativo Q.

‘m,neZ}sdao subgrupos do

Verifique se H; = {a+b+/2 e ®R" | a,b e Q}
_ %/_ . x
e H, = {a+b 2eR :a,beQ}sdo

subgrupos do grupo multiplicativo R’

Provar que, se H; e H, sdo subgrupos de um
grupo ( G, * ), entdo H; w H, é um subgrupo
do grupo G se, e somente se, H; c H, ou H, c
H .

Verifique se H; = {cos(6) + i.sen(8) | 6 € R} e
Hy = {Z eC :| y4 | =2}sdo0 subgrupos do
grupo multiplicativo C”.

Seja G um grupo e a um elemento de G. Prove

que N@) = { {x € G | a*x = x*a } é um
subgrupo de G.

O subconjunto H = { 6" | n e Z} é um
subgrupo do grupo ( Q% .).

'
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Verifique se as aplicacbes abaixo definidas séo
homomorfismos de grupos, em caso afirmativo
classifique-a:
a) f:(RM,.)=>(R,.)
definida por f(x) = x|
b) f: (R, +)->(R,+),
definida por f(x) = x + 10
c) f:(Z+)—>(2ZxZ,+),
definida por f(x) = (x, 0)
d) f: (R, +)-> (R, .), definida por
f(x) = 10
e) f: (R, .)—> (R, +), definida por
f(x) = log(x)
f) f:(C".)—>(C".), definida por

fz)= 2z

g) f:(C',.)—(C".), definida por
f(z) = 22

h) f:(C%.)—(C".), definida por

1
flz)= ——
z

i) f:(C%.)—(C".), definida por
f(z)=-z

i) f:(Z,+)—(C".), definida por
f(n) =i"

k) f: (R .)— (R, .), definida por
f(x) = x3

Verifique se f: (Z, +) —» (2.Z, +), definida
por f(x) = 2.x € um isomorfismo.

Mostre queopar (G={a" |[neZ}, .)éum
grupo abelianoe quef: (Z,+) > (G, .) éum
isomorfismo.

Dado o grupo (G, * ) e seja a um elemento fixo
do grupo G. Prove que a aplicagdo f.G
— G definida por f(x) = a * x = a' € um
isomorfismo.

Construa a tdbua de um grupo G = {e, a, b, c}
que seja isomorfo ao grupo multiplicativo J =
{-1,-i,1,i}.

Prove que um grupo G é abeliano se, e somente
se, f: G — G, definida por f(x) = x> é um
homomorfismo.

Determinar todas as classes laterais do
subgrupo H = 2.Z no grupo aditivo G = Z.
Determinar todas as classes laterais do
subgrupo H = 3.Z no grupo aditivo G = Z.

Todas as possiveis operagdes do grupo G = { 3,
5, 7, 9} estdo representadas na tabua abaixo.
Determine todas as classes laterais geradas pelo
subgrupo H = {3, 7} em G.
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

w|l|N|joon
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Seja f: G —J um homomorfismo sobrejetor de
grupos. Se H é um subgrupo normal de G,
mostre que f(H) é um subgrupo normal de J..

O conjunto G =

1 0((-1 0|1 O_—lO}
0 1|0 1|0 -1]|0 -
com as operagdes usuais de adicdo e

multiplicacéo de matrizes € um anel de
integridade

Verifique se a terna ordenada ( Z, ®, ® ) com
as operagOes abaixo definidas é um anel
comutativo com unidade:

a®b=a+b-1 e a®b=a+b-ab

Verifique se a terna ordenada ( ZxZ, ®, ® )
com as operagdes abaixo definidas é um anel
comutativo com unidade:
@b)@(cd=(@+c,b+d) e

(a,b) ® (c,d) = (a.c, b.d)

Porque ndo é um anel de integridade?
Existem divisores do zero?
Verifique se a terna ordenada ( R, ®, ® ) com
as operacdes abaixo definidas é um corpo:
a®b=a+b-1 ea®b=a+b-a

Mostre que ( Q, ©, ® ) com as operaches
abaixo definidas ¢ um anel comutativo com
unidade:
X@y=x+y-3 e

X.
X®Yy=Xx+y-— Ty

Seja E um conjunto ndo vazio. Mostre que
(p(E), ® ® ) com as operagdes abaixo
definidas é um anel comutativo com unidade:

X®Y=(XuY)-(XNY) e
X®Y=XNnY

Verifique seL={a+b\/5 | a, b e Q}é
subanel de A = R.

Prove que L = My(Z) é um subanel de A =

M2(Q).

'
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